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Рис. 1. Схема движения зерна в донной части бункера.

Постановка задачи. Рассмотрим схему 
движения зерна (рис. 1) за счет спирально-
винтового транспортера  в донной части бун-
кера длиной L, в котором находится зерно вы-
сотой Н. Ось x направлена вдоль движения 
зерна, а ось r перпендикулярно оси x  вдоль  
радиуса  канала  спирального  винта, как по-
казано на рисунке 1. Для нахождения распре-
деления скоростей вдоль оси x примем, что 
при r = r1 скорость сыпучего материала за счет 
транспортирующих органов υx = 0, а при r =  
r2 , где h =  r2 – r1 – высота движущегося слоя 
зерна, определяется размерами  спирального  
винта.

Исходя из сложной внутренней сущно-
сти насыпного материала, отдельные частицы 
которого являются телами, а вся масса имеет 
стремление к течению (и при определенных 
условиях течет, давая «расход» сыпучего ма-
териала), для описания поведения «текущего» 
сыпучего материала удобно уподобить его не-
которой вязкой жидкости со средней объем-
ной плотностью ρ и коэффициентом вязкости 
(внутреннего трения) η. На основании при-
нятой гидромеханической модели динамику 
сыпучего тела можно описать уравнениями, 
аналогичными уравнениям Навье-Стокса для  

вязкой жидкости в векторной форме принима-
ют вид:

В проекциях на оси цилиндрической си-
стемы координат уравнение имеет вид:

( 1)

где υr, υφ, υz – проекции произвольной 
точки сыпучей среды на соответствующие оси 
координат; Fr,Fφ ,Fz  – проекция массовых сил; 
P – среднее нормальное напряжение (давле-
ние) в точке, непосредственно не зависящее 
от скоростей деформаций; ν = η/ρ – кинемати-
ческий коэффициент вязкости; 2∇  – диффе-
ренциальный оператор:
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Так как «течение» сыпучего продукта 
начинается лишь при наличии движения его 
относительно рабочего органа, т. е. при нали-
чии относительной скорости, то удобно запи-
сать уравнение движения относительно под-
вижных осей координат, связанных с рабочим 
органом, причем силы инерции переносного 
движения в этом случае учитывались как мас-
совые, аналогично силам тяжести. Тогда урав-
нения движения сыпучего тела, отнесенные к 
подвижной системе отсчета, представляются 
следующим образом:

 
 

 
                       (2)

                

где g – ускорение силы тяжести; a – 
ускорение переносного движения. Скорость υ, 
конечно, в этом случае будет относительной. 
Из выражения (2.2) получаем дифференци-
альные уравнения относительного движения 
сыпучего продукта по щели, при этом некото-
рыми величинами, например, gx и gy, ввиду их 
малости пренебрегаем.

Считаем, что ось Х направлена вдоль 
движения, а ось Z, естественно, будет перпен-
дикулярна к ней.

Для наших режимов эти уравнения вы-
ражаются следующим образом:

(3)

Идеализируя рассматриваемый процесс, 
выделим его особенности:

а) относительное смешение слоев сыпу-
чего продукта в процессе движения в резуль-
тате наличия сил внутреннего трения (вязко-
сти);

б) относительное движение зернового 

материала, зависящее от параметров перенос-
ного движения винтовой линии пружины.

Первая особенность математически 
опишется первым уравнением системы (2. 3), 
если в нем пренебречь силами инерции пере-
носного движения:

     

(4)
Влияние переносного движения (учет 

второй особенности) можно осуществить за-
данием такого граничного условия на транс-
портере, которое бы учитывало факторы пере-
носного движения.

Поэтому в качестве первого граничного 
условия примем:

при   2r r=  ;   0u u= , где 0u – величина, 
связанная с кинематическими параметрами 
спирально-винтового рабочего органа, в об-
щем является известной. В качестве второго 
граничного условия примем:

при  1r r= ;   0u = .
В качестве начального условия примем:
при  t = 0;     0u =   ( 1 2r r r< < ).
Данное  уравнение  (2.4) является  пара-

болического  типа.  Заменяем  искомую  функ-
цию

(5)

где  ( )w r   удовлетворяющее   уравне-
нию
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С  граничными  условиями 
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Откуда  
( ,0) ( ).u r w r= −

   Решаем  вначале  уравнение 
1 0d dwr
r dr dr

υ  ∆ = = 
 

   (8)

Удовлетворяющее  граничным  услови-
ям    1( ) 0w r = ;    2( )w r u= .

 
1

dwr C
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=

1 2lnw Ñ r C= +
Используя  граничные  условия, получа-

ем:
1 1 20 lnÑ r C= +

0 1 2 2lnu Ñ r C= +

Откуда  ( )1 0 2 1ln /Ñ u r r= , а

( )2 1 1 0 1 2 1ln ln ln /C C r u r r r= − = − .
Окончательно  на участке     изменение   

скорости по радиусу   запишется:
( ) ( )0 1 2 1ln / ln /w u r r r r=   (9)
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удовлетворяющее  однородным  гранич-

ным  условиям    1( , ) 0u r t = ;    2( , ) 0u r t =   и 
начальному условию

( ) ( )0 1 2 1( ,0) ( ) ln / ln / .u r w r u r r r r= − = −
Ищем решение уравнения (2.10) в виде 

произведения u (r, t) = V (r) T (t). Тогда урав-
нение (2.10) преобразуется к виду:

(11)

Отрицательность этих отношений сле-
дует из того, что уравнение T Tνλ′ =  имеет 
решение    , которое не долж-
но стремиться к бесконечности при t → ∞. 
Правое из этих отношений вместе с гранич-
ным условием  дает задачу Штурма – Лиувил-
ля
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Произведем в этом уравнении замену 

переменной rη ω= . Так как  то уравнение 
преобразуется к виду

     

            (13)
которое является частным случаем (при) 
уравнения Бесселя

Следовательно, решением уравнения 
(2.13) является функция Бесселя порядка нуль,              
         а потому решением уравнения (2.12) бу-
дет функция        .   Из граничного условия 
V(R) = 0 следует, что собственными значения-
ми задачи (2.12) могут быть только те числа , 

для которых k kRω µ= , k = 1, 2, …, где  
kµ – нули функции Бесселя 0 ( )I η  0 ( )kI µ

= 0, k ∈ N). Собственными функциями задачи 
(2.12) будут функции 
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(2.10), удовлетворяющими  граничным  усло-
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Обозначая 
1

,rx
r

=  видим, что числа Аk 
должны быть коэффициентами Фурье – Бес-
селя функции  ( ) ( ) ( )

0
0 1 2 1

2 1

ln / ln / ln
ln /

uu r r r r x
r r

−
− = .

Обозначим   ( )2 1r r α= ,   ky xµ= ,  тогда:
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Следовательно, искомое решение при-
мет вид:

Исходя  из  этого  решения  следует, что 
при значениях  времени  t в пределах несколь-
ких секунд , режим перемещения сыпучего 
материала становится установившимся, и ско-
рость вдоль оси будет иметь вид (9):

Предварительными исследования-
ми установлено, что зерно выгружается 
спирально-винтовым рабочим органом из того 
участка бункера, который наиболее удален от 
выгрузного окна. Причину этого явления сле-
дует объяснить тем, что перемещается мате-
риал винтовой поверхностью пружины более 
активно, чем материал, находящийся над дан-
ным слоем, не имея при этом свободного про-
странства для истечения.

Данное решение позволяет объяснить 
опытный факт, что из щелевого бункера вна-
чале выгружается насыпной материал, распо-
ложенный в задней части бункера, а материал, 
расположенный в передней части, захватыва-
ется  в последнюю очередь.
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